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Prop .: une forction de repartition presente an plus umn nombe

dénombrable de discontiniutes
.

dim
.: SitR

-R.BRSNNP:t-sloi),

er

soit F la fonction de reportition deP ( Fo=P Ja
,)( ))

Rappel : Fest Co a troit et tim Fys -P Ja,xtCYKy ,
ysá -Fald-P bobC ).

L'ensembleDCR des points oin F nist pas Coest donc

D
- YRER, PhuIC 13 o}



tt n 70
,

on note Du = { x ED , P 4) 7f } ns D= ¥µ Dn .

On
remarque que

tu 70
, # Du E n

.

↳ cardinal = nombre d' éléments de

En effet , si xp ,
. . .

, xp sont k > l élément distinct de Dn
,
on a

k k

> EtM tilt "%?
" :c, Ë} ⇒ ± "

Mais P (¥,
{ xi } ) E P@ n) c pq, = ,

⇒ #En .

÷
d' où D= ÎÎ

. Ç
est fini on dénombrable

.



Théorème : une fonction de nfpartitin caractérise complètement la probabilité, i. e. ,
si P

,
et Pa sont 2 proba.sn § , BYRD de fonctions de répartition F , , F2,

Alors P
,
= Pz L 7 f

,
= F2 .

déni : clair
.

Et tt Ja , b) C R intron
,

P
,

a ,D) = F
,
(b) - F

,
(a) = Fgtb) - Fela) = PMA ,D) .



La classe des vitrolles Ja , b) , a
,
b E R est stable par

titasutui finie et engendre B (B) .

Par le corollaire vu p.to du cours 2
,
on

déduit
que

P
,

= Pz .
Ba

Corollaire : Soit X
,
Y deux variables aléatoires définies an¢ ,

A
,
P)
,

resp . ¢ ,
ct
'

,
P
'

) ,
avec X

,
Y à valeurs réelles ou entières

.

Si f-
×
= Fy alors X et Y ont même toi .

déni
: on applique le résultat précédent pour P

,
= t'
× ,

Pz = Py .



Espérance et variance
Soit ¢ ,

PEU
,
P ) espace probabilisée avec A fini on dénombrable

.

Soit X est une variable aléatoire réelle ( i.e. , me applicateurs X : R → IR) .

Répétons n fois l' expérience aléatoire et tu C-A ntm f144) le fréquence
de réalisation du Singleton tu} . La moyenne

de × son as n expérience en

Mn = En f-¥ ) ×@

Lorsque n - to on s' attend à ce
que tu@a} ) - P@ a}) , ce qui nous amène à

Déf - lpvp . : soit ¢ ,
PEU ,

P) espace probabilisée , R fini on dnémbrable
.

Soit X me v. an
.

telle
que [ PHD IX@ IL ta .

ouE-
ENI )



Alors le nombre

E (X) = ¥r P Qu )) Xp existe et A appelé espérance de X.

(on dit que Xp intégrable)
dém

. : soit Xt
,
X
-

les parties positive et régenté de X
,

ici
,

Xt
: = max (X

,
o) = X1

×> o
Do

,
X
-

:-. max f- X , a) = -X 1×+70 .

On a Xt + X
-

= µ et Xt - X
-

= X
.

En partiaires Xt
,
X
-

E I Xp donc

E Er PHI ) *e ) L + a ,
et on pose E ④ = E (Xt) - EX

-

t -_ wtzr t'(4) ¥ -X-p) .

-

Xp



Prop . : r fini on dénombrable
,

P : P@sfqDproba.gX : R → R va . r t -

q
.

Ça t'44) IX @ I C to . Alors ECX ) =
Z P ¢ =p . .

" EX

↳ fini on dénombrable

déni
: pour simplifier , supposons que

X f) C N
' (toujours possible de s'

y ramener

si × dnénbrobh)
Les événements § h })ne µ = ( { u ER t - q . XP = h })

ne µ

former une partition de R
.

On a
donc

EN -

- En ' × " - E.ftp.yPKD ¥)
= ¥µn ( P ¢ ou E Rt

q -
X(a) = §
-

Pdn) = PQ =D



Prop . : l' espérance a les propriétés suivantes :

( i) Croissance : X
,
Y 2 v. air

. discrètes tqX@tEYqpmtrrwErett.q .

E
, ENI ) C to.

Alors ECX) E E .

linéarité : X
,
Y 2 v.an . discrète tq .

E Il
, EUH ) C ta

Ahn tt 1ER
,

E @ X + Y) = J E t E
.

-

bien drfini fonction constante = c ER

Lü ) tt A EA
,
ta EIR

,
E @ Ia) ⇒PCA) .

En partait , E-④ = E-( Ir) -- ce
déni

: (c) si X. Y positives , alors tu
,
OEP (441×4) E PK}) Ku)

et OEE = EPHHXEIEEPHHYH-t.CH
Cas général :X Ex ⇐ Xt E xt et X

-

z y
-

d'où ECXYEE EX ) DEH )



et E = Ef) -Ef) E E / - ECYI = ECY) .

(ü) tuer
, IXX@ + Y@IEHl.lXeHt Key (üg - triangulaire)
ii. laxtyl EN -1×1+14

⇒ EH XTYI ) c. HEIN) + EUH Cta .

De plus , E + H -

_ Erp 441 @ ×@ + "H ) -- DEMY +[¥;D
= JE + EX) .

Lü ) Elia) = #ftp..nu?aP4Y)--aPCn-t .

Remarque . si X va
.
discrète bornée par M > 0 ( IX@ IEM ponton cet)

alors PEINE EN ) E M
.

existe



DéfProp . : sir X v. a. discrète t -

q
.

E(X2) ( to .
Alors Xst intégrable

et on définit la variance de X
,

Vas
on V ④

,pas
:

✓④ ÷ EX - END) = EX) - CE ) ?

déni
.

. X = X Hype ,
+ × 1µs ,

HE Tui
Y E X2 I

> f-
Ian ×

?

> 1×1 lorsque 1×1>1

donc Y A intégrable et donc X aussi
.

• ¢ - E (x))! x
'

- 2E X + CE )
'

donc µ linéarité de l' espérance ,
✓④ = E ¢ - EKDY = EX) - 2E E + LE l' = E4) - f-XD ?



Exemples :
④ X v. a de Bernoulli de

paon . PE [off :

e- ④ =p et l'④ =p Eps . ¥"!!
=p )

⑨ X v. a . binomiale B @ p) ,
n EN

, p e [0,5f :

E = up et V (x) = np
-

p) .

② X va. géométrique de parasite a c- [on[ :

E- ④ = a- et l' ④ = =
1- a f- a)

2

④ X v. a. de Poisson de
paon a Éfo ,

+d : ( P =D -
-
é
'

EI)
EN = V = d

.



dém
.

: exercice .

Par exemple :

le > h - t

② EN -

- Ë.ie?E?n-- EÏË "

= ÷
+ a

y
"

> as
"

= d [ é
' I

= y
4=0

PY =D

④ g
:X t- & - ftp.t

"

= f)* il - p)
"

' Â

= Ê
.

pic - p)
" - ixi

pignon en ×

j'f) = Ê
, (f) pif - p)

" - iixi - t✓
pq - ftp.d

"

g. d) =

.

( i ) pi t - p)
"

"

i = EN mai j'④ = n

-

PK -- il g
'

= np = EX) .

Pom V utiliser g
"



Prop .
: ( inégalité de Bùnayné -Tchebideff)
soit X v. a. discrète de variance t'= VCX) et a 70 .

Alors

P > a) e E¥ et PH - EN > a) E É .

déni
.

. EX
'

) = E ¥1 ×
"

A
ca)

> E ¥1 µ>a) > t' § 11×1 > a) = à Effy >a)
= a

'

P# > a) .

• Y
= X - EN ns P > a) E E¥)
-

P - E a)

mais ECYY = E - EIXDY = V = r?


